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Résumé 

Nous donnons une formule pour les hauteurs canoniques des sous-variétés to- 
riques au sens de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky. 
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1 Introduction 

Soient K est un corps de nombres, Ok son anneau des entiers, X une variété arith- 
métique (projective) de dimension n sur S := Spec((9i<-) et note par vr le morpliisme 
structural. On renvoie à fS], ainsi qu'à [2j pour la construction des groupes de Chow 
arithmétiques. On rappelle (voir par exemple 0, § 2.1.3]) que l'on dispose de deux mor- 
phismes : 

deg : Clf{S) = CH\S) Z 
dêg : Ch\s) — y M, 
qui induisent par composition avec vr* : CH (X) — > CH [S) les morphismes : 



deg :CH^{X) — )■ Z, (degré géométrique), 
deg : CH (X) — > M (degré arithmétique). 

On considère P^,^ = Proj (^Ok[To, . . . , T„]) l'espace projectif de dimension n sur Spec^Ox)- 
Soit Z un cycle sur Pq^, on note par /i^^jy {Z) la hauteur canonique de Z, où 0{1)^ est 
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le fibré universel sur , muni de sa métrique canonique, voir [TT| Proposition-définition 
5.5.1] ou [13]. 

Il y a peu d'exemples de calculs d'hauteur d'une variété. Dans |12] . Philippon et Som- 
bra présentent une expression explicite pour la hauteur normalisée d'une variété torique 
projective définie sur Q, cf. [T?| théorème 0.1]. Cette expression se décompose comme 
somme de contributions locales, chaque terme étant l'intégrale d'une certaine fonction 
concave et affine par morceaux, définie sur le polytope Q^. Leur démarche pour démonter 
leur formule pour la hauteur s'appuie sur le calcul d'une fonction de Hilbert arithmétique 
appropriée, au lieu d'utiliser la définition de la hauteur normalisée. 

Dans cet article, nous donnons une alternative aux calculs de |12j pour le calcul des 
hauteurs canoniques des variétés toriques projectives au sens de Gelfand, Kapranov et 
Zelevinsky. Notre méthode utilise la définition de la hauteur canonique. 

Soit T'^ = (Q)"^ le tore algébrique et P"(Q) 1 'espace projectif sur Q, de dimensions d 
et n respectivement. Soit A = {oq, . . . , a„} une suite de n + 1 vecteurs de Z'^. L'ensemble 
A définit une action de T'^ sur P"'(Q) comme suit : 

*^ : T'^ X P"(Q) — > P"(Q) 

Soit X^ Q, l'adhérence de Zariski de l'image de l'application monomiale : 

*A,a := *A\a : ^ P"(Q), s ^ [«os'^" : ■ ■ ■ : 
C'est une variété torique projective au sens de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky [7j, 
c'est à dire une sous-variété de P" stable par rapport à l'action de T'^, avec une orbite 
dense ^ := T'^ *_4 a. 

Soit a = (ao, . . . , a„) G (Q*)"^"'^, on note par K, le corps de nombres Q(q;o, ai, ... , an)- 
Nous associons à Xj^^a un modèle sur Specl^Ox) , voir proposition (13. 3p . qu'on note par 
'^A,a, et nous montrons qu'il est possible de construire Af4o,«' • • • ' '^A„-d,a n — d — 1 sous- 
schémas toriques de P^^ telles que : 

^A,a =■ ^Ao,a Ç P^Ai,a Ç'-' Ç ^Ar,-d-i,a Ç ^Ar,-d,a = ^Ok' 

OÙ d est la dimension de A'_4 q,. 

Par la formule de Faltings, voir [llj, on a pour tout j = 0,1, . . . ,n — d — 1 : 

) + [K:Q] / log||s jr',a II ooCl 
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Où kj et Sj^a seront déterminés explicitement dans cet article. 

Sachant que /i^^y = ^ô(ïy {^Ok) ~ ^' d'après (13. 4p . ou voir [Hl propo- 

sition 7.1]. Alors, d'après la formule précédente, le calcul de /i^^y (^^j,/?) résultera de 
celui de h-Q^ {XAj+i,a) si on détermine l'expression de 

C'est l'objet du théorème suivant, voir (13.71) . nous montrons qu'il existe un ensemble fini 
S, de points de M'^+^, et un ensemble [X^^'^ ^) ses variétés toriques indexé par 5* tel 
que : 

Théorème 1.1. SurT'^^'^, on a l'égalité de courants suivante : 

ut"' := (drf^logmax(|a-r'|))'+' = deg(X^.^,05s., 

ses 

avec \a ■ f^' \ : = ( | «o | , | «it^i | , . . . , | cent""" \ ) pour tout t G T^'^^ , ^Ss est le courant intégra- 
tion sur Ss, voir (l27|l . 



Par récurrence, nous déterminons la hauteur canonique des variétés toriques à l'aide 
du théorème suivant : 

Théorème 1.2. Soient Xj^^x Ç Xj^^x deux sous-variétés torique de codimensions respec- 
tives n — d et n — d — 1 dans P*^. // existe k E N et des entiers {^ij)i<i<d,, tels que pour 

tout a G (Q*)", on a : 

I I " 

JteT'^+HC) max(|a-t'^)|)'= 



Comme conséquence immédiate de ce théorème, nous montrons que si h-^^ {XA,a) 
est non nulle alors c'est un nombre transcendant : 

Corollaire 1.3. // existe b G Z"+^ tel que : 

^ô(ï)^('^Aa) = log|a''|, 
par suite, G log(Q H IR+*). 

Remerciements : Je remercie Vincent Maillot pour m'avoir proposé ce sujet, pour ses 
conseils et encouragement lors de la rédaction de cet article. 



3 



2 Construction de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky 

On note par Q la clôture algébrique de Q, le corps des nombres rationnels. 

Soit T"^ = (Q le tore algébrique et P"(Q) 1 'espace projectif sur Q, de dimension d 
et n respectivement. Soit A = {ao, . . . , a„} une suite de n + 1 vecteurs de Z'^. L'ensemble 
A définit une action de T'^ sur P"(Q) comme suit : 

*^ : T'^ X P"(Q) — > P"(Q) 

Soit X_A^a l'adhérence de Zariski de l'image de l'application monomiale : 

*A,a := *A\a : ^ P"(Q), s ^ : ■ ■ ■ : «n^'^"] (1) 

C'est une variété torique projective au sens de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky 
c'est à dire une sous-variété de P" stable par rapport à l'action de T'^, avec une orbite 
dense ^ := T'^ *^ a. 

Dans la suite on suppose que Qq = 0, puisque [aos"" : ■ ■ ■ : a^s""] = [ao : aiS°'^~'^° : 
■ ■ ■ : anS^'^-^'o] sur P'^. 

Proposition 2.1. La variété Xjs,^i dépend uniquement de la géométrie affine de l'ensemble 
A. En d'autres termes, soit A C Z'^, B C etT : Z'^ une application affine injective 

et telle que T{A) = B. Alors X_4i s'identifie naturellement à Xg.i. 

Démonstration. Voir [7, proposition 1.2]. □ 

Exemple 2.2. Dans P^(Q), on considère la sous-variété définie par le polynôme homogène 
suivant : 

P{x,y,z) =y'^ - zx 

C'est une variété torique au sens de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky. En effet c'est 
l'adhérence de Zariski de l'image du morphisme suivant : 

— V P^(Q) 
s — ^ [1 : s : s\ 

3 Hauteurs canoniques des sous- variétés toriques 

Étant donné une sous-variété torique X_4a de P"(Q) (a = (ao, • • • , a„) G (Q*)"'"''^), on 
commence par lui associer un modèle sur Spec(Z[ao, . . . ,a„]), voir la proposition fl3.3p . 
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La suite de ce chapitre sera consacrée à la détermination des hauteurs canoniques des 
sous- variétés toriques. 



Dans la suite, on pose A, la matrice d'ordre n x d suivante : 



A 



0-2 



D'après (12. ip . on peut supposer qu'elle est de rang d. 
Lemme 3.1. Soit v = (z/i, . . . , G (Z \ {0})", alors 

T := - 1, 

est irréductible dans Zi^Xi,xï^ , . . . ,Xn,x~^~\ si et seulement si î/i,...,z/„ sont premiers 
entre eux. 

Démonstration. Soit î/i,...,z/„ n entiers non tous nuls. On considère le polynôme de 
Laurent T suivant : 

T (xi , . . . , Xnj = x^ ■ ■ ■ 1 . (2) 

Si l'on note par d le plus grand diviseur commun des z/i, . . . , z/^, alors T est réductible, si 

Xi ■ ■ ■ Xn ) — 1 qui est réductible dans Z [xi, xï^^ . . . , x„, . 

S'il existe pi, . . . ,p„ n entiers tels que piVi + . . . + p„z/„ = 1, on va montrer que 
T est irréductible. Supposons qu'il existe P et Q deux polynômes de Laurent dans 
'Ij[xi, xï^ , . . . , Xn, x~^~\ tels que : 



T (^Xi , . . . , Xji^ P (^Xi , . . . , Xfi^ Q (^Xi , . . . , Xn) ■ 



(3) 



On considère l'ensemble suivant E := < i < n \ pi ^ 0} et soit / son cardinal. 
Quitte à réordonner les indices, on peut supposer que = {1, 2, . . . , /}. On pose : 

Xi = yf si 1 < i < / 
Xi = Ui si / + 1 < z < n. 

En remplaçant dans ([3]), on a dans Z[î/i, \ . . . ,yn, Vn^] ■ 
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Comme piUi + . . . + Pn^n = 1, l'égalité ci-dessus devient : 

P2'^2 /„, s Pi"; 



fy2\ (y'^\ Pi^i "'+1 "'^ T ^>^ Pi Pi \r\^ Pi Pi 

[—) "'[~) yi vi+i ■■■yn = P[yi :---,y]\yi+i,---^yn)Q[yi ^---^yv^yi+i, 

(4) 



En posant dans (jl]), 



Zl = 


yi 




Zi = 


Mi. 

yi 


si 2<i<l 


Zi = 


yi 


si i > / + 1, 
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où on a posé P = P{zi, (^1^2)^^ • • • , {ziZiY' , zi+i, ...,Zn)etQ = Q{zi, (^1^2)^^ • • • , {ziZiY' 

, Zl+i, . . . , Zn). 

Quitte à remplacer Zi par z^'^ pour 1 < i < n, on peut supposer que ^izf^''^ • • • zf'^'-z'j^^^^ ■ 
1 est un polynôme de Z[zi, . . . , z„] . Il existe î/ G et /ï G N" tels que 

P=Û et Q = % 

avec Pi = XljyeN" ^t Qi = Xli/eN" ^'^-^'^ ^'-"^^ deux éléments de Ij^Zi, Z2, . . . , Zn] et tels 
que 

21^2 ■ ■■ Zi ■ ■ ■ 2:„ i - . 

Si l'on note par S{P) (resp. S{Q)) l'ensemble des z/ G tels que ^ (resp. bi, 7^ 0) 
alors, on voit que : 

u + u'yu + ji y u e s{P),y u' e s{Q). (6) 

On peut supposer que 

ùi + Jlij^O y 1 <i<n. 
Donc, il existe Zq et z/(°) G ^(P) et z/'(°) G ^(Q) tels que 

inf {u, + ^) = ^4^^ + ^ 0- 

u&S{P),u'€SiQ) 

Supposons, par exemple que z/|^'' > z/j^ (ce qui possible puisqu'on a ([6])). On écrit alors 



PiQi ( Pi \f Q 



Z" Zf" \ Uig+^lig-mm{^li^,u^°^) ^ J \ min{fiig,uS°^) 



où et 'z^ sont des monômes qui ne contiennent pas une puissance de Zi^y Comme 

(0) , /(o) ^ ~ , ~ 



et qu'on a supposé u^^^^ > alors 



et 



~ , ~ ■ /- '(0)\ ■ r~ '(0)\ ' 

sont deux éléments de 

On conclut par récurrence qu'on peut trouver ù', Jl' G N" tels que u + J1 = u' + J1' et 

Z1Z2 ■■■Zi z^^^ ■ ■ ■ z„ ^ ^ji' ' 

avec ^ ^ 

Pi := — G 1i[zi, . . . ,Zn\, Qi '■= —~î G ï\z\^ . . . , z„] . 

Si deg^^ P\ > 1, on écrit P\ = R\ - z\ — R2, avec iîi 7^ et € ^[-22, • • • , ^n]- De ([5]), on 
déduit que -R2 ■ Qi = 1, donc Qi est une constante. Vu les changements de variables qu'on 
a effectué, il existe des entiers /xi, . . . , /i„ et une constante c tels que Q = c ■ x^^ ■ ■ ■ xi^". 
On conclut que T est irréductible dans x^^, . . . , Xn, x~^~\ . □ 

Lemme 3.2. Si A est de rang d, alors il existe n — d vecteurs de Z", Wi, . . . , Wn-d, tels 
que 

X^^i = {x G T" I x'"+^ = x'"-',\/ l<i<n-d} (7) 

où w+i = (max(0, ±Wii), . . . , max(0, Wid)) et W-i = (max(0, —Wn), . . . , max(0, —Wid)) 
pour i = 1, . . . ,n — d {de sorte qu'on a Wi = w+i — W-i ). Réciproquement, si on se donne 
un ensemble de n — d vecteurs Wi, . . . ,Wn-d de TL!^ , alors il existe A un ensemble de n 
vecteurs de TL!^ tel qu'on a ([7]). 

Démonstration. Soit *A la matrice transposée de A, on a ker(*A) est un sous-groupe saturé 
de Z" de rang n — d, par le théorème de structure des modules de type fini sur un anneau 
principal, voir par exemple [TUl théorème 7.8], il existe une base . . . , w„} de Z" telle 
que {wi, . . . , Wn~d} soit une base de ker(*y4) et donc si l'on pose : 

Pi{x) = x"^^ — 1 G Z[xi, X]^"*", . . . , Xn, x^^~\ V ï = 1, . . . , n — (i, 

alors par le lemme (13. ip . ces polynômes sont irréductibles dans Z[xi, Xj^^, . . . , x„, x,^^] . 
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Montrons que 

Pji^Xi) = {0}' ^^^^ j = l,...,n-d. 
Soit donc, x G ^. Par définition, il existe t G T'^ tel que x = (1, t"^, . . . , t""). On a 

^wj ^ J-jn^^ ^a,^,, ^ J-jn^^ -Q^^^ ^a,fc^,. ^ J-jd^^ f<a^,w,> ^ p^^^ ^^^^ J = 1 , . . . , Tl - ci. 

Réciproquement, soit x G T" tel que 

x"''-l = 0, Vi = l,...,n-rf. (8) 

Si i = 1, . . . , n, on choisit un réel qu'on note arg(xi), tel que Xi = \xi\ exp(27rA/^^arg(xj)) 
et on pose arg(x) = (arg(xi), . . . , arg(x„)) et log |x| = (log . . . ,log |x„|). Alors, ([8]) 
est équivalente aux deux systèmes suivants : 

< Wj, log |x| >= 0, i = l,...,n — d, (9) 

ki :=< Wi, arg(x) >G Z i = 1, . . . ,n — d. (10) 

On vérifie que ker(*A)]K et A ■ M'^ sont orthogonaux pour le produit scalaire standard de 
R"', et comme A est de rang d et que ses vecteurs lignes engendrent Z'^ par hypothèse, 
alors on a la somme directe orthogonale suivante : 

M" = ker(M)K A ■ (11) 

On en déduit que ([9]) admet une solution, c'est à dire, il existe y E M.'^ tel que = 
exp(A • y). 

Montrons qu'il existe n entiers Vi, . . .Vn tels que 

n 

Vj < Wi, Wj >= ki i = 1, . . . ,n — d, 

i=i 

Pour cela, on pose k := (fci, . . . , fc„_d, 0, . . . , 0) G Z" et G := (< Wi, Wj >)i<i,j<n- On a, la 
matrice G est inversible et son déterminant vaut 1, en fait, on peut écrire G = ■ W 
avec W est une matrice n x ri inversible dans l'espace des matrices à coefficients dans Z et 
dont les colonnes sont les vecteurs Wi, . . . , w^, qui forment une base de Z" par hypothèse. 
Par conséquent, on peut trouver I; G Z" tel que 

G-v = k. 

On considère arg(x) — v dans R". Il existe G R'^ et g G ker(*y4)iR tels que 

arg(x) —v = q + A6. 
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Mais comme < aig{x),Wi >= ki =< v,Wi > , alors < q,Wi >= et cela pour tout 
i = 1, . . . ,n — d . C'est à dire que q est orthogonal à ker(*/l)R, donc q = 0. 

Si l'on pose 
alors 

exp(^^) = exp{Ay + 2ttv^A9) 

— \x\ exp(27rv/— l(arg(,T) ~v)) 

— \x\ exp(27r-\/^(arg(x)) car v G Z" 

= X. 

Donc en posant t — e^, alors 
c'est à dire que 

X e XX,. 

□ 

Dans cette partie, on associe à i un modèle sur Spec(Z), et on établit que sa hau- 
teur canonique est nulle. 

On pose, pour tout i = 1,2, . . . ,n — d 

n. — rfW + i _ ^W-i 

et 

On note par A:'_4 i le sous-schcma fermé de = Proj (Z[To, Ti, . . . , T„]) défini par l'idéal 
homogène, / engendré par les polynômes homogènes Ri, . . . , Rn-d- 

Soit L_4 C Z*^ le sous- module engendré par les vecteurs ai, 02, . . . , On, qu'on le suppose 
égal à Z^. Si l'on note par ei, . . . , la base standard de M*^, et on pose 

n 

Ci — '^^XijGj, avec Xij G Z. (12) 

cela permet de définir l'homomorphisme d'algèbres suivant : 
V':Z[sf,...,4] -^Z[xf,...,x^] 



Y[ xf' , pour i^l,...,d. ^^^^ 



3=1 
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Aussi, on dispose d'un autre homomorphisme d'algèbres défini par les ai, . . . , comme 
suit : 



Xk I — > s"*-' pour /c = 1, . . . , n. 



(14) 



On montre que 

= idz[s±,...,s±]- (15) 

En effet, on a 

n n 

(^o^(si) = <^(nS^"') = n^"'^'' = s^^"-^"^^'^ =s^^ = Si Wi = l,...,d. 
i=i i=i 

Proposition 3.3. En gardant les mêmes hypothèses, Xj^ x est un schéma intègre sur 
Spec(Z) et 

Démonstration. D'après le lemme (13.21) . Xj^^i est un modèle sur Spec(Z) pour X_4^i. 

Montrons que / = R2, . . . , Rn-d) est un idéal premier de Z[To, Ti, . . . , T„] . Pour 
cela, il suffit d'établir que l'idéal J engendré par Qi, . . . , Qn-d dans Z[xf , . . . , xj] coïncide 
avec ker (p, puisque ce dernier est premier car on vérifie d'après (IlSp que : 

Z[x]^ , . . . , X ] r ± ±1 
ker^ -^[^i-----^.]- 

et en notant que Z^sî*^, . . . , s^~\ est une Z-algèbre intègre. 

On considère l'homomorphisme de Z-modules suivant : 

TT : Z" — >Z'^ 

n 
i=l 

Comme |ai, . . . , a„ j engendre Z'^, alors n est un homomorphisme de Z-modules sur- 
jectif, donc défini une relation d'équivalence sur Z". On a vr(î/) = 7r{i>') si et seulement si 
il existe u' — u E ker(*y4). Rappelons que ce Z-module est engendré par {wi, . . . ,Wn-d}j 
il existe donc, k = {ki, . . . , kn-d) G li"'^'^ tel que 

n—d 



v' = V + y KiWi. 



i=l 
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On note par TZ, un ensemble de représentants de cardinal d, pour la relation d'équivalence 
sur Z" définie par vr. 

Soit P = Eï^ez" (^^^"^ e Z [xf , . . . , x^] , 



Donc si P G ker(<^), alors 



V 

7r(i/)=At 



^ = V/i e Z'^. (16) 

7r(i/)=^ 



Avec ces notations on a, 



liÇTji tt{V)=ii 



On a, pour tout G Z""'^ 



1T{l/)=fl 



n—d 

i + mix) 



n—a 



où Wfc est un polynôme de Z^xf, . . . ,x^~\ qui appartient J. 
Par suite 



TT{l/)=fl /leZ'' TT{u)=fl 



/xeZ'* 7r(i/)=/i 

î7e7e fcGZ"-'' 
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Donc, 

D'un autre coté, on a 



On conclut que 



ker (p <Z J. 



— gI2=l '^-ikH ^gI2=l _ 1 j 

= car Wi e ker(*A). 



ker (p = J. 



Théorème 3.4. On a, 

Démonstration. Soient d la dimension relative de Xj^^i et p un entier > 2. On note par 
le morphisme de P| vers donné par l'homomorphisme d'algèbres graduées suivant 

p : Z[Tq, ...,Tn] — > Z[To, . . . , T„] 

Ti^Tf, z = 0,...,n. 

Montrons que 
On a 

p-\l) = /. 

où rappelons que / est l'idéal engendré par Ri, . . . , Rn-d- En effet, si on étends / 
Z[^, . . . , ^] et qu'on pose Xi — ^ pour i — 1, . . . ,n alors on a, pour j — 1, . . . ,n — d 

p{Qj{Xi, . . . , Xn)) = Qj{xl, ...,<) 

— x^+^ — x'^~^ 

p-1 

fc=0 

p-1 



fe=0 
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donc / C 



Soit maintenant P un polynôme homogène de Z[To, . . . ,T„] tel que p(-P) G /. On a 
p(P)(To, . . . , T„) = P{Tq, . . . , T^) et ce polynôme s'annule sur ^, par suite P s'annule 
sur 

Par le théorème des zéros de Hilbert, P G ^/T'®J^, mais comme / premier alors 
\// ®z Q = ®z Q- Il existe alors m E Z \ {0} tel que mP G /, donc 



On conclut que 

Ce qui donne que 



P G /. 



p-\l)^I. 



Montrons que le degré du morphisme bll^-^^ ■ "^A,! ^A,i est p'^. On pose, 



:=Spec(^Z[xf,...,4]) VÂ; G N>i 



et note par X^^^ le sous-schéma de T" défini par les polynômes Qi pour i — 1, . . . ,n — d 
et j le morphisme d'inclusion. 

On va construire un isomorphisme monomial ijj : ^ — > rendant commutatif le 
diagramme ci-dessous : 

— - — ^r' (17) 



'^AA 



A,l 



V 



■d 



Soit ip' : T" — )■ T'^ (resp. (p : T'^ — > T") le morphisme défini par ip (resp. par (^). 
D'après ce qui précède : 

le diagramme suivant est commutatif, 



^A 1 ^ 



[p] 



b] 



(18) 



[p] 



et 



ip' o (p — id-j-d- 
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On termine en posant i/j = i/j'. 



Pour trouver le degré de on se ramène à calculer celui de [p] : 



ce qui revient à déterminer le degré de l'extension suivante Q(si, . . . , Sd)/Q(sf, . . . , s^). 
Montrons par récurrence sur d que pour tout corps commutatif K, le degré de l'extension 
finie K{Ti, . . . , Td)/ K{Tf, . . . , Tj) (où Ti, . . . , sont des indéterminées), qu'on notera 
par [K{Ti, . . . , T^) : K(Tf, . . . , Tj)], est p'^ ; Soit K un corps commutatif, on a [K{Ti) : 
K(Tf)] = p. On suppose que cette proposition est vraie pour un entier d et on considère 
les extensions suivantes 



K{Tf, Tl,) C irm, T|, . . . , J C irm, . . . , T,^,] 



On a 



= [ir(T„ T2, . . . , T,+i) : irm, T|, . . . , Tl,)] [K{T,X, • • • , Tj^i) : K{Tf, . . . , T| 
= [ir(ri)m, . . . ,T,+0 : K(TO(T|, . . .,Tl,)] [KiTl . . . Xa+,){T,) : K{Tl . . • ,r,V)(rf)]. 



Si l'on note par Ki := K{Ti) et := -^(^Tî • • • î alors on obtient : 

[K{T,, T2, . . . , T,+0, ^(Tf , . . . , TiVi)] = [i^i(T2, . . . , T,+0 : K,(Tl . . . , J] [i^^m) : K,{Tl 

et donc par hypothèse de récurrence, on trouve 



[K{T,,...,T,^,):K{Tl...X+, 



p'^p = p'^+\ 



On conclut que 
On a 



0(l)c 



mais on a aussi 
/i 

0(l)c 



= p'^h 



= ^[pj.ô(ï)^ ('^aO dl Théorème 5.5.6] 
= h (X^,,) m Proposition 3.4.2] 



Par suite, 



h (Xj^ i) = 0. 
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En particulier, on a 



^^JP^) = 0- (19) 

□ 

Remarque 3.5. On rappelle que Maillot montre que les multihauteurs canoniques d'une 
variété torique lisse sont nulles, voir [TTl proposition 7.1.]. 

On se propose maintenant d'expliquer notre stratégie pour la détermination des hau- 
teurs canoniques des variétés toriques projectives au sens de Gelfand, Kapranov et Zele- 
vinsky. 

On se donne A un ensemble de n vecteurs non tous nuls ai, . . . , a„ de Z'^ comme avant 
et on pose A' = {a[ = (l,ai),a2 = (0, 02), . . . , = (0,0^)}, c'est un ensemble de n 
vecteurs de Z'^+^. Quitte à réordonner les indices, on peut supposer que L^/ est de rang 
d+1. 

On a X_4 1 est une hypersurface de X_4/ 1. En effet, on considère le diagramme suivant : 




où j{t) = (1, t) et on a. Si l'on note par t' = {t[, . . . , t'^^-^) := (1, t), alors on a 

= t'< 

= *A,l{t)- 



donc 
et par suite 



Comme X^-^ (resp. X^, ^) est isomorphe à T"' (resp. T'^^-'^) (voir (ITTl) ). alors X_4_i est 
de codimension 1 dans X^/ 1. 
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Donc si on se donne une sous-variété torique i de de codimension n — d > 1, i\ 
est possible de construire A:'_4^^i, . . . , XAn-d-i^ n — d — 1 sous- variétés toriques de telles 
que : 

^A,l =■ ^Ao,l Ç ^Ai,l Ç ■■ ■ Ç ^An^d~i,l £ "^An-dA ■= ^I,- 

Soit /3 G (Q )"'^^. On pose, Ok = '^[/^o, ■ ■ ■ , Pn] et K son corps de fractions. On 
considère le morphisme suivant : 

défini par l'honiomorphisme d'algèbres suivant : 

Ok[To, . . . , Tn] — > Ok[To, . . . , Tn] 

Tk — > f^kTk pour k = 0,...,n. 



On a, pour tout j = 0, 1, . . . , n — — 1, il existe un entier, kj et une section de 0{kj) 
qu'on note par sj^jB qui définit XA,j,i3 dans X^j+^.is- Par la formule due à Faltings, cf. j2l 
(3.2.1) p. 949] pour les métriques C°° et yjj pour les métriques non C°°, on a pour tout 
j = 0, 1, . . . , n — ci — 1 : 

hôïT) {XA,,p)=k,h^^ {Xa,^,,p) + [K:Q] [ hg\\s,4^c,{Ô{r)o.Y^'^'- (20) 

Comme le calcul de la hauteur canonique de résulte de (12U|) et de (fT9|) . Donc 

pour déterminer la hauteur canonique de A'_4 ,g il suffit de calculer l'intégrale dans la for- 
mule (l2Up . cela sera l'objet du théorème (13.7p . 

Donc, notre démarche en principe consiste à calculer la hauteur canonique par récur- 
rence. On considère : 

'^A,I3 ^ '^A',IB ^ Pc 



Où A' = {a[ = (1, ai), 4 = (0, aa), . . . , < = (0, a„)}, et /3 = (/3o, • • • , /?„) e (Q )". Donc, 
par ce qui précède Xa,i3 est une hypersurface dans Ç Xa',i3- Si l'on note par l'équation 
définissant X^^/s dans X^'^is, c'est un élément de (9^^ [xi, X2, . . . , , on vérifie qu'elle est 
donnée par : 



j=i V / 



(21) 
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avec Co := max(0, — X]j=i -^ij) et Cj := max(0,— Aij) pour j > 1. (On rappelle que 
T,^^iXkj{bj — bo) = 0, pour k > 2 et S"^]^Aij(6j — ho) = 1, voir (fT2|) pour la définition des 

Sous ces hypothèses, on a la proposition suivante : 
Proposition 3.6. 

I I ^ 

r {(f^'oY^ ■ ■ ■ (t"-'"Y"(U — 1)\ / , 

^i^'^^iL.,c,'°^ " (""''"g— (i/^-n)) . (22) 

avec \D-f'\ - (|AI,IA(°'l,---,l/3n«°"l)- 

Démonstration. Par la formule dûe à Faltings, cf. [21 (3.2.1) p. 949] et [TT| 7,5.6.6], 

hoîT) i^Ap) = kh (X^,,^) + [K:Q] [ log ||s^|Lci(Ô(ï)^)"+^ 

= k h—^ {Xa',^) + [K:Q] f log \\s^i/3 ■ x)\L (rfrf^logmax(|/3 ■ 

= kh (Xa' b) + [K : Q] [ log " ^*'^"^l^,L ( dd^\ogmax(\P ■ t°'|)^'^^^ 

''^^ ^ Vt<^+i(C) ^max(|/3-(*^,t)|)n ^ 



A;/. (A-^,,) + [K:Q] [ \og ''^ ^ (cici-logmax(|/3 ■ 



+ [ir : Q] / log ^ ^ ^ dd'^logmax(|/3 ■ f 

n 

(A-^, ^) + [ir : Q] log|/3i^^- n I deg(X^, 



+ [K:Q] log^ \ ' ^l (dd-logmax(|/3 ■ |)) 



□ 



Maintenant, on se propose d'étudier le courant défini sur T"'^^, suivant qui apparaît 
dans la dernière proposition : 

'rfrf"logmax(|/3-r'|)^'^^^ 
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Notations : 

1. On note par Log l'application moment : 

{xo ^ 0} = (Cr^ n R'^' ^23) 
{zu . . . , Zd+i) — > (log|2;i|,...,log|zrf+i|). 

2. /fc:=/3fct<, A;G{l,...,n}. 

3. Dans R'^^-'^, on pose 

Hij:=[ueM.''+'\{a',-ar,u)=log^-^] Wl <z,j<n. (24) 



On pose H l'ensemble de sous-espaces affines de M"^"*"^ défini comme suit : i7 G H, s'il 
existe I un sous-ensemble non-vide de \ 1 < J < (i} tel que H = r\(ij)^jHij. 

4. Soit 5* l'ensemble des points de M"'^^ défini comme suit : s G S* si et seulement s'il 
existe un sous ensemble Ig de {1, . . . ,n} x {1, . . . , tt,} et que 

(4 = n (25) 

5. On pose : 

A'j^:={a[eA'\3a'^, (ï,j) e /.}, (26) 
et X^' i la variété torique associée au sens de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky. 

6. Soit s = (si, S2, . . . , Sd+i) G S, on considère 
S, := Log-\s) = {ze C"+i I \z,\ = \e% \z,+,\ = \e''^+^\}, (27) 

et ôsg, le courant intégration sur le polycercle S^. 

D'après la proposition (13.6p . afin de calculer h-^^ (^^^.^g), il suffit de déterminer 

'(i(i^logmax(|/3-t'^'|))'^^^ 
C'est le but du théorème ci-dessous. 

On considère sur T'^+^ la forme suivante : 

00/3 := (i(i''logmax(|/3 ■ t"-'\) 
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où 1/3 ■ est par définition (|/3o|, lA^^'H) • • • 5 l/^n^^H) et t G T"'"'"-'^. Remarquons que 



rd+l 



rappelons que *_a',i3 est le morphisme T + vers P" introduit au début. 
Théorème 3.7. SurT'^'^^, on a l'égalité de courants suivante : 



,d+l 

ses 



Comme conséquence, nous disposons d'un moyen de calcul, par récurrence, pour les 
hauteurs canoniques des sous-variétés toriques, c'est l'objet du théorème suivant : 

Théorème 3.8. Soient Xa,i Ç '^A',i deux sous-variétés torique de codimensions respec- 
tives n — d et n — d — 1 dans P". // existe k ÇL'R et des entiers {Kj)i<i<d,, tels que pour 

l<j<n 

tout (3 G (Q*)", on a : 

I I " 

AeTd+i(c) max(|/3-t")|)^ 

Démonstration. Le théorème résulte de (13.61) et de (13.71) . □ 

Afin de démontrer le théorème (13.71) . on commence par établir le lemme d'algèbre 
linéaire suivant : 

Lemme 3.9. Soit R" l'espace réel de dimension n. Soit H un sous-espace affine de M" 
de codimension h, s'il existe Q un ensemble fini d'hyperplans affines tel que 



Ken 

alors, on peut extraire un sous ensemble Q' G Q de cardinal h tel que 

Ken' 

Démonstration. Il existe une matrice A {h x n) de rang h, et b G M", tels que 

H = {xeW\Ax = b}, 
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Pour simplifier on peut supposer que H et les éléments de fi sont des espaces vectoriels à 
l'aide de l'application suivante : 

H — > KerA 

X — )■ X — Xo 

Xq est un élément de H. 
Démontrons le lemme par récurrence sur h; le cas h = 1 est évident, donc supposons que 
le résultat est vrai pour h > 1. S'il existe Kq G Q tel que 

codim( Pi K) = h-1, 

K€n-{Ko} 

par suite, f]Ken-{Ko} ^ vérifie l'hypothèse de récurrence, et on conclut en écrivant H = 

Si maintenant, on a Vi^'o G Q, codim(f]^gf^_|^^^| i^) = h, donc H = ClKen-lKo}^' 
donc soit on est au premier cas, sinon on enlève des éléments de Q, mais comme la 
codimension de l'intersection de h espaces vectoriels de codimension 1 est au plus h, cela 
termine la preuve du lemme. □ 

Lemme 3.10. Soit M" l'espace vectoriel réel de dimension n, muni du produit scalaire 
standard qu'on notera <, >. Soit q G {l,...,rï, — 1}. On considère q vecteurs bi, . . . ,bq de 
M."^ et q réels Ci, . . . , Cg et on pose Hi := {x G M" | < bi,x >= q}, Vz G {1, . . . ,q}. Si 

^ ntlH, Ç H„ (28) 

alors bq G Vect{bi, . . . , où Vect{bi, . . . , est le sous-espace vectoriel de M" en- 

gendré par bi, . . . , bq^i . 

Démonstration. Si ffiZiHi 7^ 0, alors on peut se ramener au cas : Ci = • • • = = et 
supposer que {61, , . . . , est libre. Posons F := Vect{bi, . . . ,bq). 

Soit ,ï G -F n {Hi n • ■ ■ n Hq^i), donc il existe Ai, . . . , Ag G M" tels que x = Yl'i=i ^i^i- 
Par fl28|) . < x, bi >= 0, VI < z < g, cela donne : 

<? 

= ^Ai<6i,6,>, Vl<j<g. 

i=l 

Si bq ^ Vect{bi, . . . , alors la matrice suivante : 

(< bi, bj >)l<i,j<q 

est inversible, on déduit que Ai = ■ ■ ■ = Ag = donc x = 0, cela implique que dim(F + 
ifi n ■ ■ • n Hq_i) = g + n — (g — 1) = n + 1, ce qui est impossible. 

□ 
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Notations : 

1. N„ = {l,...,n}. 

2. Pour tout z e T'^+i, J(^) := {i G N„ | = max(|/i(z)|, . . . , |/.(^)|)}. 

3. Pour tout z G T'*+\ 0(2) = Card(J(z)). 

4. Jd+i = {^GT'^+Mc(;2)>c/ + 2}. 



|/„|) (on suppose que 



On note par L le lieu de non-différentiabilité de max(|/i|, . . . , 
7^ j, 7^ c'est à dire : 

L = G 1^^+^ I 3ï ^ j G N„, = |/,(^)|} 

Soit y G L et posons v := Log{y). 



L'ensemble des if G H contenant v ordonné par l'inclusion admets un plus petit 
élément, notons le et soit h sa codimension dans R'^^^. Par le lemme fl3.9p . il existe 
h + 1 hyperplans de la forme Hi j (cf. fl3.9p ) tels que soit leur intersection, cela est 
équivalent à l'existence d'un sous-ensemble de {/i, ...,/„} de cardinal h + 1 qu'on suppose 
égal à {/i, . . . , fh+i} telle que : 

ii, = Log{|/i| = --- = |/,+i|}. 

Sans perte de généralité, on peut supposer que : 

J(l/) = {l,...,/i+l,/i + 2,...,c(y)}. 

Par continuité, il existe Vy un voisinage ouvert de y, tel que Vz G Vy, on a c{z) = c{y) et 
J(^) = {l,...,/i + l,/i + 2,...,c(y)}. 
Posons : 

bj := Oj+i - ai, j > 1. 

S'il existe iç, ^ {1, . . . , h + 1}, tel que |/io(î/)| = M{y) (ce qui est équivalent à c{y) > 
h + 1), alors v G Hn^ et donc par définition de H^, on a : 



mais par le lemme fl3.10p 



bi^ G VectK(6i, ... ,6/,) 



(29) 



Par définition de H^, {bi, . . . , bh} est libre. On choisit 6'^_,_i, . . . , &'^_,_i d+1 — h vecteurs 
de Z'^^^ tels que la famille {61, . . . ,bh, . . . , ^^+1} soit libre et on considère l'application 



suivante : 



t = (ti, . . . , td+i) 



^ (3i ' • • • ' /3i ' 5 • • • 5 y • 
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Puisque {bi, . . . ,bh, • • • , ^d+i) libre alors $ est un isomorpliisme. 

On introduit donc le changement de variables suivant : 

x- = ^t'''(=^ — ),l<i<h et Xi = t''i, h + l< i < d+1, 

Rappelons que sur Vy 

Mit) = max(|/i(t)|, . . . , |A+i(t)|, |A+2(t)|, . . . , |/c(,)(t)) 



= max(|/3iri|,...,|/3e(j;)t"' 
Sur l'ouvert on pose : 

0;'^+' := {dd'M{^-^)y+\ 

Par ( 12^ . il existe des Ajj G Z avec /i + 1 < z < c(?/) et + 1 < i < c(î/), l < j < h 

h 

6j = ^ Aijfej, + 1 < z < c(?/) 
i=i 

et é^i e Q tels qu'on a sur : 



LU 



h h 

= (dd'^logmax(l, . . . , ^'"^''i, • • • , l^c(,) H ^i^'"" D)'^' 



Montrons que ujf^^ est nul sur Vy si h < d : Pour tout p > 2 soit Tp le courant positif 



défini par la forme différentielle suivante différentielle : 

h h 

[dd- log (1 + |xi r + ■ ■ ■ + ix, r + \9h+i n r + ■ ■ ■ + %iy) n i'') ^) ' 



Par la théorie de Bedford et Taylor (voir [T]), la suite (Tp)p>2 converge faiblement 
vers ijjj^^ . Remarquons que w'^^^ est une forme de degré (d + + 1) qui est fonction 
de Xi,. . . ,Xh mais comme h < d alors cette forme est nulle. On conclut que uj"p~^ est le 
courant nul. 

Le cas qui reste est h = d + 1, ce dernier corresponds k = {v} , donc v E S. 

Comme S est fini, alors Vs G 5*, 3Vs un voisinage ouvert de Ss tel que Vs fl Ss' = 
0, Vs' 7^ s. On a donc montré que 

Supp(u;fi)ÇLog-i(5). 
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Plus précisément, on a 

Supp(^+i)l,J Ç Log-\s) = Ss, yses 

Fixant un s G S", il existe Qg sous ensemble de {/i, . . . , /„} de cardinal d + 1 qui 
représente w^'*'^ au voisinage de : w^^^ = (dd'^logmaxjgQ^ 1/1)'^^^, au voisinage de Sg. 
On note par uj^g^ son extension à T^+^ et par la sous- variété torique de P" définie 

par Qg- La raisonnement précédent permet de conclure que cette variété est de dimension 
d + 1 et que 

/ ^t' ^ 0. (30) 
Montrons qu'au voisinage de S^, il existe une constante Cg tel que 

u^Z' = Cg-5s^. 

Commençons par montrer que Supp(a;^"^"'^) = S^. Si Ss\Supp((w^"^"'^)|^J 7^ 0, c'est un 
ouvert de ; Soit D un ouvert connexe de Ss\Supp((co'^'^^)|^J, on a 

/ x.<;=o. (31) 

JSs 

la fonction caractéristique de D. 

Remarquons que w^"^^ est invariant par rotation, en effet si 9 est une rotation de 
j^gi^d+i ç- j^d+i^ gg|. produit de rotation sur chaque facteur §^), alors on a pour tout 
p une fonction C°° à support compact sur T''"'"^ : 



^*K?](P) = / r(/^)(a:X;(x) 

p{xwruj,,g{x)Y+' 

d+li 



jd+i 

donc le courant w^^^ est invariant par rotation, alors flÏÏT]) implique que /g uj^'/ = 0, 
ce qui est contredit (13U|) . on déduit que 



Supp(a;f 1) = S„ 



au voisinage de 
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Lemme 3.11. // existe Cg = deg(X^' i), non nul, tel que 

Par une dilatation du polycercle en (S^)'^"*"^, il suffit de démontrer le lemme ci- 
dessous : 

Lemme 3.12. Soit fi une mesure positive sur {E>^y invariante par l'action de [S^Y, alors 
il existe c un réel tel que 

fi = c ■ 5(§i)p. 

Démonstration. C'est une conséquence de la théorie des mesures de Haar sur les groupes 
de Lie compacts. 



Remarquons que Cg = deg(X_4' i)). 



□ 



On a donc terminer la preuve du théorème (13.71) . 
Corollaire 3.13. // existe h E Z"+^ tel que : 

par suite, h-^ {^A^p) ^ log(Q H IR+*). 

Démonstration. C'est une conséquence directe du théorème (13. 8p . □ 

4 Un résultat sur les métriques admissibles 

Dans cette section on va montrer un résultat technique à savoir le théorème (14. 4p . 
Rappelons qu'on l'a utilisé dans la preuve de la proposition (13.6p . 

Définition 4.1. Soit X une variété projective complexe de dimension d et {L, || ■ ||) un 
fibré en droites holomorphe muni d'une métrique hermitienne continue sur X . On dit que 
Il ■ Il est admissible s'il existe (|| ■ ||fc)A,-eN'W^e suite de métriques hermitiennes positives de 
classe C°° , qui converge uniformément vers \\ ■ \\ sur L. 

On définit alors le premier courant de Chern associé à (L, || ■ ||), le courant Ci(L, || ■ ||) 
défini localement par : 

où s est une section locale holomorphe non nulle de L. D'après [3], on peut aussi considérer 
les puissances du courant Ci(L, || ■ ||). 
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Il est bien connu que lorsque la métrique est C°° et strictement positive, alors le support 
de ci(L, Il ■ ll)'^ est Zariski-dense. En fait, on montre qu'il est égal à X. Le théorème (14.41) 
a pour but d'établir le même résultat pour les fibrés en droites admissibles. Commençons 
d'abord par l'exemple suivant ; si on considère les métriques canoniques sur une variété 
torique lisse X, alors on montre dans que ces dernières sont admissibles et on calcule 
explicitement les différentes puissances des courants de Chern associés, en particulier le 
support des puissances maximal est le sous-tore compact (S^)*^, qui est dense pour la 
topologie de Zariski dans X. En effet, si P = '^^^a^x'^ est un polynôme à d variables, nul 
sur (S^)'^, c'est à dire Ylu^f^^'^'''^^ ~ pour tout 6 G M*^. Alors, par orthogonalité des 
fonctions trigonométriques, on trouve que a^, = 0. 

Un autre exemple est celui d'une métrique || • || qui provient d'un système dynamique 
sur (X, L, /), alors || ■ || est admissible, voir I^ISJ. On montre que le support coïncide avec 
l'ensemble de Julia associé à /, voir [6], et que ce dernier contient les points périodiques 
de / qu'on montre qu'il est Zariski-dense dans X, voir |5, théorème 5.1]. Par conséquent, 
le support de Ci(L, || • ll)'^^™^"^) est Zariki-dense. Ces résultats sont une combinaison des 
théorèmes ci-dessous : 

Rappelons le théorème suivant sur la densité des points périodiques définis par une 
dynamique algébrique : 

Théorème 4.2. Soit X une variété projective sur un corps algébriquement clos k, : 
X ^ X un morphisme dominant et L un fibré en droites sur X tels que (j)*L ® L soit 
ample. Alors le sous- ensemble de X{k) formé des points périodiques de est Zariski-dense 
dans X . 

Démonstration. Voir |5, théorème 5.1]. □ 
Si II ■ 11/ la métrique invariante par /, si l'on pose 



Lorsque k = C Pour tout m > 1, on note par l'ensemble des points dans X(C) 
périodiques de période m comptés avec multiplicités. Considérons 



Soit X un sous-ensemble analytique de de dimension d. Soit L = [L, \\ ■ \\) un fibré 
en droites admissible sur P". On a 




1 




on a le théorème suivant : 



Théorème 4.3. Si X = P", la suite ôp^ converges faiblement vers nj. 
Démonstration. Voir [3]. 



□ 
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Théorème 4.4. Soit X une variété projective complexe de dimension d. Si L est un 
fibré en droites différent de O , sur X admissible alors le support du courant Ci{LY est 
Zariski-dense dans X. 

Si H est une hypersurface de X , alors 

[ pc,{LY= ! pcÇLr, 

Jx Jx\H 

pour toute fonction p continue sur X . 

Démonstration. Par l'absurde, supposons qu'il existe une hypersurface H de X telle que 

Supp(ci(I)'^) C H. 

Par [9j, il existe un morphisme propre vr : X — )■ X avec X est une variété non-singulière 
et E = iT^^{H) un diviseur à croisements normaux. On a 7r*L est admissible et 

Supp(ci(7r*I)'^) C E. 

Vérifions ce dernier point, d'après [H], t^x\e isomorphisme en X\E et X\H, donc 

(ci(7r*L)'^)|_ = 7r*(ci(L)'^)|^^^) = 0, car Supp(ci(L)'^) C H par hypothèse. En d'autres 
termes, on peut supposer que H est un diviseur à croisements normaux. 

On munit 0{H) d'une métrique hermitienne C°^, qu'on note par || ■ Soit x G -ff, il 
existe un voisinage ouvert V de x, un système de coordonnées locales {2:1, . . . , Zd} centré 
en X et un entier k tels que 

Hnv = {z^---Zk = Q] = ^%Azi = 0}. 

Soit j = l,...,kete>0. On considère iîj-,^, le sous ensemble ouvert de V donné par 
Hj,e = {kjl < Soit £ une fonction à valeurs dans [0, 1], C°° sur X et à support dans 
V, nulle sur V \ Hj 2e et égale à 1 sur Hj ^^. 

Comme le support de Ci(L)'^ est inclus dans iJ, alors pour e assez petit, le courant 
(1 — pj^ciiLY est nul sur X. Et on a, 

^logl|z,Lci(I)'^ =^(/^,-,(z)log||z,L + (1 -p,,,(^))log||^,L^ 

PjAA loglkiLci(I)'^ 

= / PjAA'^og\\zj\\^ci(LA 

<log(2£) / p,-,(^)ci(I)^ + logC [ p,^,{z)c^ÇlY, 
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(car localement, il existe C > tel que < C|2;j|). 

Par construction de pj^g, on vérifie que pour tout e > : 



on en déduit que la suite ( pj i^cAL) ) converge vers une limite finie / lorsque 

V^i-^ /0<e<l 

£ tend vers zéro. Comme 



0<e<l 

^\ d 



/ loglkiLci(L) 
Jx 



est finie, cela résulte de la théorie de Bedford et Taylor (voir [T]), on doit avoir nécessai- 
rement / = 0. Par conséquent 

ciîLY ^0. 



e — ^0 



En posant = u'^^^Hj^^, on a alors 



/ ci(L)'^— ->0. 

On peut trouver un recouvrement finie par des ouverts {Va)aej comme Va, et on pose 
comme plus i^a^e, alors H C UaejHa,e- 

Soit p une fonction continue positive sur X, on a pour tout < £ ^ 1 

0< / pc,iLf< [ _ pc,(Lf+ [ pciÇLY 

< I _ pc^iw+Yl I p^^(^y 

J X\Hg Q,gj>'iÎQ,2e 



^ ||p||sup 



Ce qui donne par passage à la limite : pci{LY = 0, cela implique que Ci{LY = 0, donc 
L = O, le fibré trivial sur X. 

On conclut que si L est un fibré en droites différent du O et muni d'une métrique 
admissible alors le support de Ci{L)'^ est Zariski-dense dans X. 
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Par le même raisonnement on montre que /^pci(L)'^ = J^^jjpci{Ly, en effet, on a 
0< / pci(Lf< f _ pc,(L)''+ f pc^ÇLY 

JX Jx\He JLIaejHc.2e 

J X\H aGJ "'2^ 

J X\H aSJ "'2s 

</ pcALY+\\p\\su,Y.I ^i(^)'' 

J X\H Qiçj Ha^2s 

ce qui donne que J^pci{LY< j^^^pci{LY. Par suite J^pci{LY = J^^^ pci{LY pour 
toute fonction continue positive p, sur X. Lorsque p est une fonction continue quelconque, 
on écrit p — p^ — p_, où p+ = max(p, 0) et p_ = max(— p, 0). Et on déduit que 

/ pc,(LY= [ pciLf. 

JX JX\H 

□ 
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